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Oriénterend colloquium verzamelingsleer

Eerste bijeenkomst: 3 oktober 1962
Spreker: W. Kuyk, Algemene inleiding.

1

j 1. Het begrip verzameling is ingevoerd door G, CANTOR (1845-1918),
‘antor's definitie van verzameling luidde: "Een verzameling is een
samenvatting van bepaalde wel onderscheiden objecten van ons denken of
lanschouwen tot een geheel'. De objecten heten de elementen van de ver-
:ameling en men zegt dat de verzameling haar elementen bevat,
Toorbeelden: (a) de verzameling van alle Nederlandse boeken;

iit is een voorbeeld van een zgn. eindige verzameling, een verzameling
1et eindig veel elementen.

(b) de verzameling N der natuurlijke getallen:

.

‘1,2,3,... ; dit is een voorbeeld van een oneindige verzameling.
1

(c) de verzameling der re8le getallen tussen O en 1, waarvan

le triale ontwikkeling geen 1 bevat.

len kan in het algemeen niet zeggen dat een eigenschap een verzameling
jefinieert. Zo definieert de eigenschap ''rood" niet de verzameling van
1lle rode dingen, daar t.a.v. de toepasbaarheid van het predicaat "rood"
zeker geen ondubbelzinnigheid bestaat en aldus aan de eis van het wel-
onderscheiden zijn van de objecten niet is voldaan. In de wiskunde tre-
den doorgaans slechts mathematische verzamelingen op, i.e. verzamelingen
van mathematische objecten (getallen, punten etc...) en verzamelingen
van deze verzamelingen. Laten we echter slechts mathematische verzame-
lingen toe dan kunnen we nog niet zeggen dat elke eigenschap een ver-
zameling definieert. Neem bijv. de eigenschap "zichzelf niet als element
bevatten". Is nl. S de verzameling van alle mathematische verzamelingen
die zichzelf niet als element bevatten, dan geldt blijkbaar dat als de
mathematische verzameling: S zichzelf bevat, S zichzelf niet bevat, en
omgekeerd. Hier hebben we een duidelijke tegenspraak. We spreken daarom
af bij het definieren van (mathematische) verzamelingen nimmer van eigen-
schappen gebruik te maken die bij direct of na langer gebruik aanleiding
geven tot een tegenspraak. Het schijnt voorlopig voldoende te zijn de

volgende verzamelingen uit te sluiten:

1) Voor een uitvoerige biografie zie (8).
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(a) iedere verzameling, die zichzelf als element bevat

(b) de boven gedefinieerde verzameling S.

Moeilijkheden van boven geschetste aard hebben geleid tot verschillende
axiomatiseringen van de verzamelingsleer. Deze axiomatiseringen hebben
hoofdzakelijk tot doel een consistente opbouw van de theorie te geven

(zie (7), (17)). Daarover echter later.

§ 2. Als a element is van een verzameling A dan geven we dit aan met:
a€A., Is B een deel(-verzameling) van A, i.e. geldt voor alle b,bée& B,
dat beA, dan schrijven we BC A. Als BCA en AC B dan is A gelijk aan

B (notatie: A = B). B is een echte deelverzameling van A als BC A en

B £ A (notatie: B &€ A). Met<ﬁf duiden we de lege verzameling aan; dus
de verzameling die geen element bevat, Laat A en B twee willekeurige
verzamelingen zijn. Dan duiden we met A N B de doorsnede van A en B
aan, i.e. de verzameling van de elementen die zowel in A als in‘B zijn

bevat. A U B duidt de verenigingsverzameling aan van A en B, i.e. de

verzameling van de elementen die in A of in B zijn bevat. A\ B is de

verschilverzameling van A en B, i,e. de verzameling van alle elementen

die in A en niet in B zijn bevat. A\ B is dus ook gedefinieerd als
B;Z{A.

Opmerking; In vele moderne mathematische geschriften is de omgangstaal,
waarin vroeger &iskunde werd geformuleerd, vervangen door een strengere,
logische taal. We zullen hier van tijd tot tijd iets van overnemen,

met name daar waar het de duidelijkheid dient. Zo gebruiken we soms de
logische tekens .

T "

— afkorting voor: "houdt in" of "impliceert"
"> " " : "is (logisch) gelijkwaardig met"
A " " . "of" (in insluitende zin)

" A " 1" " . nenn

"_.'" " " : "nj_et"

" Bx" " "o, H "
¢ er bestaat een x

n g " " : "yoor alle x geldt'.
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v ={x ] . } betekentg V is de verzameling van alle elementen x, die
voldoen aan ... .

Haakjes worden op de gebruikelijke manier ingevoerd. Met behulp van deze
tekens zijn de bovex; gegeven definities te formaliseren. Bijv. de defini-

tie van ANB en AY B:

AnB ={x[xeA/\xeB}
AUB ={x|xeAVxeB} .

Het verdient aanbeveling, ten einde te gewennen aan het gebruik van deze
notatie, elke der bovengenoemde definities en enige van de in de syllabus

voorkomende stellingen, op deze manier geheel te formaliseren,

g 3. Verzamelingen voldoen aan de volgende rekenregels t.o.v. 1 en U

AUB = BUA, An B =BnA (commutativiteit)
(AUB)UC = Au(BUC) (associativiteit)
(AnAB)NC = ANBNQC)
(AUB)AC = (AAC)U (Bn<C) (distributiviteit)
(ANB)UC = (AUC)n (BuQ)

We bewijzen de laatste regel.
x € (ANB)UC) «~>»Xx€ANB YV x€C «>
(xeAAX EB)VX&eCer>(xXeAVXeC)A(xeBVXxEC)
e« x € (AUC)N (BUC).
Opgaven: Bewijs dat AcAuB, ADANB. Bewijs dat AcB gelijkwaardig is

met AUB = B en met ANB = A, A = Bmet ANB = AUB, ACB<CC net
AuB = BnC.

Stelling (wetten van de Morgan): Als A en B deelverzamelingen zijn
van C en A' = C\NA, B' = C\B, dan is

(AUB)' = A'NB'
= A'UB'.

o Im
N
o
w
o’
)
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3ewijs: bijv. van a: x €(AUB)' &> (xeCAx#(AuB))

¢+(XQCA(X¢AAX¢?)L9+(xéCAx#A)A(xeCAx#B)
e+ (XEA'AXEB)e> x€eA'NB'.

Jpgave: Als AAB def bewijs dan met behulp van een teke-

1ing dat (AAB) AC

(AUB) \N(ANnB),
=AA(BAC), voor alle A,B en C.

3 4. In de wiskunde spelen de oneindige verzamelingen ongetwijfeld de
selangri jkste rol. Een belangrijke klasse van oneindige verzamelingen
vormen de zgn. aftelbare verzamelingen. Een verzameling A heet aftel-
oaar als zij te schrijven is als {al,az,...} , dus als er een nummering
van de elementen mogelijk is, i.e. als aan elk element a van A een na-.
tuurlijk getal kan worden toegevoegd zodat met ieder element precies

8én natuurlijk getal en met ieder natuurlijk getal precies één element
ait de verzameling correspondeert. We zeggen dan dat A op een l-l-duidige

wijze op de verzameling der natuurlijke getallen N is af te beelden.

Voorbeelden: a,
b.

C.

ad b, Plaats de

De verzameling N der natuurlijke getallen.
De verzameling R der rationale getallen.

De verzameling A der algebraische getallen.

breuken § (p natuurlijk, q # O natuurlijk) in een blok

op de volgende wijze

1,—>2, 3,—>4,
e ///f ;g//

1/2, 2/2, 3/2, 4/2,

¢/ /

1/3, 3, 3/3, 4/3,
‘//’

1/4 .

Schrijft men nu de getallen op de aangegeven wijze op een rij, daarbij

reeds opgeschreven getallen weglatend, dan krijgen we een l-l-duidige

afbeelding van de verzameling der positieve rationale getallen op N.

Hieruit kan men gemakkelijk een 1l-l1-duidige afbeelding van R op N con-

strueren.



ad c. zie bijv. (11),

Tot slot zij nog de volgende belangrijke toepassing van het begrip

aftelbare verzameling vermeld.

Stelling. Iedere in een interval a< x <b monotone funktie f(x) is

in ten hoogste aftelbaar veel punten discontinu.
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Tweede en derde bijeenkomst: 17 oktober en 7 november

Spreker: W. Kuyk en E. Algra

g 5. De zojuist genoemde stelling is o.a. een gevolg van de volgende

hulpstelling.

Stelling 5.1. Zij Al’Az’A3" een aftelbgge rij van aftelbare of ein-

dige verzamelingen: dan is de vereniging \J A = AlLIAziJ A .. hoog-
i=1

stens een aftelbare verzameling (d.i. aftelbaar of eindig).

Bewijs: Plaats de elementen van A1 op een rij, die van A_ eronder etc.,

2
zodat een blok ontstaat:

By = 81089
A2 = a21,a22,...

en tel weer af zoals bij de rationale getallen (§ 4); laat reeds ge~
telde elementen weg en passeer de lage plaatsen.

Het bewijs van de laatste stelling van § 4 gaat nu als volgt.

We mogen ons beperken tot monotoon toenemende functies f£(x) op a£x<b.
f(x) is discontinu in een punt % (a £ “Z’sb) betekent dus voor het ver-

schil 61%) tussen de rechter- en de linkerlimiet in het punt % :

£($ = Lin Vi) - 1mPrm > o

x——*-? X—%»E
b, o‘(?) > 1 }
b, o(§) > 1/2}

Bezie nu eerst de rij verzamelingen A1 : {%] a s %’S
Ss

52 : {%i a <
An :{%]as’gs b, a"(?’)> l/n}

Deze rij is aftelbaar of eindig, tegwijl elke discontinuiteit ? in ten-
minste één Ai voorkomt. Elke Ai is op zichzelf eindig, daar een oneindige
som van getallen > 1/n bij vaste n zeker het verschil f(b)<-f(a) over-
schrijdt. Volgens de. voorgaande stelling is de vereniging AlU Azi)...
zeker aftelbaar.

De volgende stelling garandeert het bestaan van niet aftelbare onein-

dige verzamelingen.
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Stelling 5.2. De verzameling van alle reéle getallen x met O<x <1 is

niet aftelbaar.
Bewijs: Elk getal x, 0<x 41, laat zich op precies één manier als onein-
dig voortlopende decimaalbreuk schrijven (bijv. 0,5 = 0,499...,

1 = 0,999...,etc.). Stel dat de verzameling van alle deze decimale ont-
wikkelingen aftelbaar was, dan kunnen we een aftelling a

1’a2’a3"’"
van de getallen tussen O en 1 vinden.

a, = 0’a11312a13"’

9 Ofa21a22a23...

a3 = O,_a31a32a33. .

»
it

Bezie het getal 0,a , en vorm een getal O,b b, b met

11%22%33" "~ 1°2°%3" -

bi # aii’ bi # 0. Dan is d een getal 0<€dgl, terwijl de decimale ont-~
wikkeling van d niet afbreekt. De zo geconstrueerde decimaalbreuk echter
verschilt van elke an uit bovenstaande rij daar d voor elke n in de n~de

decimaal van a verschilt. Deze bewijsmethode heet de diagonaal-methode

van Cantor.

§ 6. Men zegt dat een verzameling A aequivalent is met een verzameling
B (notatie: A ¢~ B) wanneer het mogelijk is A éénéénduidig op B af te
beelden, i.e. wanneer het mogelijk is aan iedere ae A een element beB
toe te voegen, zodanig dat ieder element beB het beeld is van precies
één element van A,

We verifiéren gemakkelijk dat de relatie ¢? (aequivalentierelatie ge-

noemd) voldoet aan de volgende eigenschappen:

a. A A (symmetrische eigenschap)

b. Acv»B —>B ¢nA (reflexieve eigenschap)

c. (AenB)A(B AC)—>A nC (transitieve eigenschap)

Voorbeelden 1): 1. De verzameling der rationale getallen is aequivalent

met de verzameling der natuurlijke getallen N (§ 4).

2. De verzameling der natuurli jke getallen is aequivalent
met de verzameling der even getallen, blijkens de toevoeging: n aan 2n
(n=0,1,2,...).

_I‘}_. De puntverzamelingen op de intervallen [0,1] s [O,l) ,
(0,1] , (0,1) zijn met elkaar aequivalent.

— " 1 o o ot o -~

1) zie (11), de bewijzen worden op het colloquium gegeven.
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4. Elk interval is aequivalent met de gehele rechte, en elke
rechte weer met elke halfrechte, dus elke halfrechte weer met elk in-

terval en elk interval met elk ander interval.

We zien uit de voorbeelden dat een verzameling M heel wel aequivalent
kan zijn met een echte deelverzameling M& M., Dit geldt blijkbaar niet
voor eindige verzamelingen: twee eindige verzamelingen zijn bli jkbaar

dan en slechts dan aequivalent als zij evenveel elementen bevatten.

Lemma 1. JIedere deelverzameling M van een aftelbare verzameling M is

hoogstens aftelbaar.

Bewijs: 2Zij M =.[al,a2,a3,...} dan is er in de rij & een

1,8.2,...

eerste a die tot M behoort, een tweede a die tot M behoort, etc.,

k

1 . K
en we krijgen een rij a

2 —
K ,ak ;... die precies alle elementen van M be-
vat. Breekt deze rij af, dan is M eindig, in het andere geval is M

aftelbaar,

Lemma 2. Elke oneindige verzameling M heeft een aftelbare deelverzame-

ling.

Bewijs: Kies uit M een element mo; dan is M1 = M\\{lnl} niet leeg.
Kies uit M1 een element ml, dan is M2 =M\ { ml}- niet leeg, etc.
{mo,ml,...} is nu een aftelbare verzameling.

Stelling: Een verzameling M is dan en slechts dan aequivalent met

een echte deelverzameling M ¢ M, als M oneindig veel elementen bevat,

Bewijs: Als MG M en M ©» M dan kan M geen eindige verzameling zijn.
Omgekeerd, kies als M oneindig is een aftelbare deelverzameling
N = {nl,nz,...} C M en een aftelbare deelverzameling N =1{nk ,nk ,...}C N.
Schrijf M = (M \ N) + N; dan is MC M en Mv»M; dit laatste op grond

van de toeordening n, aan n. (i=1,2,...).
k i

i
Opmerking: Dedekind koos n.a.v. de voorgaande stelling de volgende
definitie van oneindige verzameling: "Een verzameling heet oneindig

als zij aequivalent is met een echte deelverzameling'.

§ 7. Het nadeel van de hier gevolgde opzet van de verzamelingsleer is,
dat men niet precies weet wat we nu als verzameling toelaten en wat
niet, dat we niet eens en vooral op een duidelijke wijze hebben vast-
gelegd binnen welk universum U van verzamelingen we nu werken.

In een axiomatische opzet van de theorie wordt precies aangegeven wat
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wel en wat niet tot ons universum zal behoren. We onderstellen hier tot
nader aankondiging dat ons universum U van verzamelingen in ieder geval
bevat alle mathematische verzamelingen, verzamelingen van functie etc.,
kortom de verzamelingen van alles wat in de wiskunde maar als "ding" of
"object" optreedt.

We tonen aan, dat de in § 6 gegeven definitie van aequivalentie van
'verzamelingen en klasseindeling van ons universum U bewerkt, i.e, dat U
door de relatie ¢ in klassen wordt verdeeld die niets met elkaar gemeen
hebben. We verenigen nl. alle verzamelingen uit U die aequivalent zijn
met een willekeurig uitgekozen V tot een klasse K(V), alle verzamelingen
uit U die aequivalent zijn met een verzameling W¢ K(V) tot een klasse
K(W) etc., Op die manier wordt U opgesplitst in klassen die geen element
gemeen hebben. Stel nl. dat K(V) en K(W) een verzameling A als element
gemeen hebben: A € K(V) en A€K(W), dan is AvWV en WA, en volgens de

transitieve eigenschap van w geldt V ¢?» W, hetgeen uitgesloten is.

U

Voorbeelden van klassen: 1) De klasse van alle eindige verzamelingen

met n elementen.
2) De klasse K(N) van alle aftelbaar oneindige

verzamelingen.
3) De klasse van alle verzamelingen die aequi-
valent zijn met het gesloten interval [0,1] ; dit interval wordt kort-

weg het continuum genoemd.

Opmerking: De klasseindeling van U met behulp van ¢® voldoet dus aan

de eigenschappen:

a. geheel U wordt door ¢» opgesplitst in disjuncte klassen, d.w.z. elk
willekeurig element in U ligt in precies één klasse;

b. een klasse K(V) kan gerepresenteerd worden door een willekeurig ele-

ment uit K(V); dw.z. als Voe K(V) dan is K(V) = K(Vo).



-10-~-

Definitie 1: Twee verzamelingen V en W heten geli jkmachtig als ze

in dezelfde aequivalentieklasse liggen: K(V) = K(W).

Definitie 2: De bij de verzameling V behorende aequivalentieklasse

K(V) heet het kardinaalgetal of de machtigheid van V.

De machtigheid van een willekeurige verzameling V ‘gaan we vaak aan
met ]Vl In het geval van een eindige verzameling A geven we }A\
aan met het natuurlijk getal dat het aantal der elementen van A aan-
duidt. De machtigheid ‘Nl van N (voorbeeld 2) wordt aangeduid met
Xo (aleph nul) en van het continuum met }r (aleph).

De vraag of de tot nu toe gevonden kardinaalgetallen

0,1,2,3,‘..; ){O’ j{’

de enige kardinaalgetallen zijn moet negatief beantwoord worden.

Voorbeeld: De verzameling van alle op het gesloten interval [0,1:’-,
gedefinieerde reéle functies of reeds de deelverzameling F van alle
op [0,1] gedefinieerde re&le functies die slechts de waarden O en 1
aannemen. Daarbij wordt een functie f£(x) op [0,1] beschouwd als te
zijn gedefinieerd als aan elke x (0 £x<1), een welbepaald getal y
is toegevoegd. (In symbolen: VX (0sx21)3y [y = f(x) A
((z=f (@) Ay = 1)) —> z=p)]).

We bewijzen dat de laatste verzameling F een machtigheid ][1 heeft
die niet in bovenstaande rij voorkomt. Zij nu U # @ een willekeurige
deelverzameling van [0,1] met machtigheid n, ]{O of Xl' Stel

dat U &» F, onder de toevoeging ue——->fu(x) (ueU en fu(x)eF). We
indiceren dus de functies uit F met de elementen van U. Nu constru-
eren we een functie g(x) op 0£x<1 zodat, als ueU, g(u) # fu(u) is.
Dit is altijd mogelijk daar we altijd uit twee functiewaarden kunnen
kiezen nl. uit O en 1. Is nl. fu(u) = 0(1), dan kiezen we g(u) = 1(0).
g(u) is nu een functie die in F voorkomt. D.w.z. er bestaat een uelU
zodat g(x) = fu(x). Maar dit betekent g(u) = fu(u), in tegenspraak met

de constructie van g(x).

g 8. Eindige kardinaalgetallen zijn altijd vergeli jkbaar naar grootte.

Is dit over te brengen op de oneindige kardinaalgetallen ,2[0,_?[ en _?Zl?

Definitie: Een kardinaalgetal 'wl van een verzameling W heet kleiner
dan het kardinaalgetal l v ' (notatie: ‘W!(. lV' ) van een verzameling

V, als W aequivalent is met een deelverzameling van V, maar./V niet
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aequivalent is met een deelverzameling van W. Het kardinaalgetal x
heet aftelbaar, de kardinaalgetallen kleiner dan ./YO heten eindig,

die groter dan Mo overaftelbaar.

Stelling 1. Zijn #,% en ff» kardinaalgetallen dan geldt:

a. (’)ﬂ<7l/\41<11)~—'>'777€¢'1‘
b. hoogstens één der volgende relaties geldt: #/< 324, 7.< 2% en M =72,
I.h.b. volgt uit ?#77<? en #2< 72 altijda o7 =%1 .

Bewi js:
a. Laat M,N en P representanten zijn van “# 7 en 7! . Dan bestaan

er deelverzamelingen N. ¢ N, P, € P met M v N, en NmPl. Hierdoor

1 1 1
wordt N1 in Pl afgebeeld; stel het beeld is Pz; dus le P2 en ook
M ¢» Pz. Tonen we dus aan dat P niet aequivalent is met een deelver-

zameling van M dan zijn we klaar, Stel dat P ¢? M. C M; dan bestaat

1

- P - . _
er blijkens M N1 een Nzc Nl met Ml N2 en P ¢» Nz, i.t.t. de on

geli jkheid 41(7’1,
b. Als 77 =77 dan kan niet tegelijkertijd ook 72< 7?1 en #2< 71 . Als
4 < % dan is M aequivalent met een deelverzameling van N, en dan kan

niet # = of ?7< gelden.

Gevolgen:
1. Elk willekeurig eindig kardinaalgetal is kleiner dan alle oneindige
kardinaalgetallen.

2. Voor elk oneindig kardinaalgetal 77 geldt: /)?/2?[0.

c. Daar }Zosﬁz en Xo £AZ geldt j[o<}[ .

Het is niet bekend of er tussen )Zo en ]l nog kardinaalgetallen zijn

(Het continuumprobleem.)

d. }Zo < jﬂ'<j{1.

Stelling 2. Laat M en N twee verzamelingen zijn, zodat M aequivalent
is met een deelverzameling van N en omgekeerd N aequivalent met een

deelverzameling van M, dan is M ¢2 N,
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Colloquium Verzamelingenleer

Vierde bijeenkomst: 21 november 1962

Spreker: M.A. Maurice

§ 9. 1. Alvorens § 8, stelling 2 te bewijzen, zullen we enige in het

voorgaande reeds voorkomende definities nog eens op iets andere
wijze formuleren.

Onder het geordend paar (x,y) verstaat men de verzameling

’
{{XE ,~{x,y}} ; X heet de eerste coordinaat, y heet de tweede
coordinaat.

Het is duidelijk, dat (x,y) = (u,v)<&=> (x=u en y=v).

Onder een functie verstaat men een verzameling f van geordende

paren, met de eigenschap

(x,y) €f A (x,2)Ef =—=>y =2

In plaats van (x,y) € £ schrijft men ook wel y = fx of y = £(x);

f(x) heet het beeld van x onder f, of ook: de functie-waarde in x.

Indien A een verzameling is, dan verstaat men onder het beeld van

A onder f:

f‘[A]:{yl Ix : xeA /\(x,y)ef}

Rt ={x | 3y: x,; ¢ f} heet het definitiegebied van f;

Rt =:{y [ x: (x,y)¢€ f} heet het waarde-gebied van f.

De functie f heet 1-1-duidig, indien
Vx,y: (£(x) = £(y) = x = y).
Indien f een 1-1-duidige functie is, is de verzameling

£ = {ewn | ometl

weer een (l-l-duidige) functie; f—l heet dan de inverse van f.

2. De definitie van aequivalentie van twee verzamelingen kan nu
als volgt worden gegeven:
De verzameling B heet aequivalent met de verzameling A

(notatie: A v B), indien er een l-l-duidige functie f bestaat,
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waarvoor Df = A en Rf = B.

Hetlis duidelijk, dat dan ook A aequivalent is met B (B ¢vn A), want
— _1 -
D™ =B, Ret = A, £t is 1-1-quidig.

Men kan dus nu ook zeggen: ""A en B zijn aequivalent'.

Zie verder § 6.

3. We geven nu het bewijs van 8 8, stelling 2.

a. Het is duidelijk, dat we zonder beperking der algemeenheid kunnen

veronderstellen, dat M a N = ¢ .

b. Op grond van het gegeven bestaan 1-l-duidige functies f en g, met
%f:M,ﬁchen%g:N,@.ch.

Zij nu voor x € M
_.1 ....1 - -
V(x) =~{g x, T g 1x, g 1f 1g 1x,....}
en voor x € N

W(x) = {f—lx, g—lf—lx, f_lg_lf-lx,.... } ;

dan zijn V(x) en W(%X) eindig of aftelbaar oneindig.

Definieer
M0 =-{x l’V(x)‘ is oneven
M, ='{x‘ lV(x)l is even
M= {xl |V(x)1 0} ;

dan zijn M , M en M onderling disjunct, en M VM vM = M;
o e 00 o e 00

definieer op analoge wijze No’ Ne en Noo'

lo

Gemakkeli jk volgt nu

an

-1
f[Me]_No, f[MOOJ =N_ g [Mo]—Ne.
Indien nu de functie h wordt gedefinieerd door

(1) Dn =
i i \Y) =
(i1) {xeMe M = h(x) = £(x)
-1
xeMo—-s} h(x) = g "(x),
dan is h een 1-1-duidige afbeelding van M op N.

Gevolg: Indien de verzameling V aequivalent is met een deelverza-
meling van de verzameling W, dan is IVI b ‘W‘ (vgl. de definitie

in § 8).
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Opmerking: Als 7T en 77 kardinaalgetallen zijn, is ten hoogste één
der drie beweringen: m< VLA s 777 = 2’2, 777 > 77 Juist; in een
later stadium zal, m.b.v. het nog te behandelen keuze-axioma, worden
aangetoond, dat ook altijd aan ten minste één der drie genoemde be-

weringen is voldaan, m.a.w. dat twee kardinaalgetallen steeds verge-

1lijkbaar zijn.

§ 10. Als A een verzameling is, dan verstaat men onder de machtsverzameling

:P(A)={B‘BCA} .

Stelling: Voor elke verzameling A is l ?B(A)l > IA ’.

van A:

Bewi js:
a. A is aequivalent met een deelverzameling van 13(V), nl. met

{ia}l aeA}.

_ . Hieruit volgt, dat 1A l; ]:P(A)l .

b. Indien nu IA l = H} 4a) \ , oftewel A »© ?(A), dan bestaat er een
1-1-duidige functie f, zodanig, dat Df = A en B = B (a).
Zij nu
= € = ‘
Al {a‘a f(a)} en A2 {a\as‘f(a)},
dan is
A=A VA ) A NA, = ¢

Daar A2 C A, bestaat een a06 A, zodanig, dat

A2 = f(ao).

i : e f e A_;
(i) a_ € Al betekent a, (ao), a o)

(ii) a € A, betekent: aoﬁf(ao), aof A2;

dit is een contradictie.

Derhalve is ‘Al < l ?(A) ‘

Gevolg: Bij elk gegeven kardinaalgetal is een groter kardinaalgetal

te vinden; er bestaat dus geen grootste kardinaalgetal.
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8§ 11. Indien zowel.)g als ¢¢p een familie is van onderling disjuncte
verzamelingen, terwijl bovendien .A% oo.Ar—n zodat een l-1l-duidige
functie f bestaat met Df =/t€ en ﬂ.f =./r ~- en indien tenslotte,
voor alle M 6,46 , geldt, dat M e» £(M), dan zijn ook

Uw e U s

we M Ned

aequivalent.
Men gaat dit gemakkelijk na.

Dan heeft echter zin de volgende

Definitie: Indien {;221£§' neN een verzameling kardinaalgetallen

is, dan verstaat men onder de som

2 g,

n € N

van deze kardinaalgetallen, het kardinaalgetal van de verzameling

kj M _, indien {‘M } een familie van onderling disjuncte
n nJ)neN
neN
verzamelingen is, zodanig dat , Mn \ = mn voor alle né€N.

Opmerkingen: 1. Is N een eindige verzameling, bijv. N = {1,2,..q,n} ,

dan schrijven we ook
2N =TI, - IV + ...+ T
n 1 2 n
neN
2. Als 27U en 70 eindige kardinaalgetallen zijn,

dan komt de optelling neer op de optelling van natuurlijke getallen.

Het is duidelijk, dat bij de optelling van kardinaalgetallen aan
de commutatieve wet ( 2?Z-+?Z:= ?Z + 2?7) en aan de associatieve wet

(7+ 70 +:}3 = WL + (?‘L+:p>> is voldaan.

Stelling: Indien n een eindig kardinaalgetal, ¢% het aftelbare
kardinaalgetal, K. het continue kardinaalgetal en 7717 een wille-

keurig oneindig kardinaalgetal voorstelt, dan geldt

a. n+d =0t+n=0

b. G+ 0t =0t

o L+l -C

d. #+n =T roe= ML
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Bewijs: a en b. volgen onmiddellijk uit stelling 5.1;
C. volgt uit de aequivalentie van ix! (0163 x<1} en X ‘ 0<x <2} .
Vo
lA\: 0t (resp. n), en A' is een deelverzameling van M met

lA'l = {1t (resp. n), dan is

d. als M en A disjuncte verzamelingen zijn, met ‘M

MUA= (M-A) U (A'u A) o» (M-A') U A' = M,

dus MU+ = 770 (resp. 77 + n = 7).

§ 12. 1. Als x een functie is, dan is x geheel bepaald door

(i) Dx = 1

(ii) de functiewaarde Xy (=x(i)) voor alle i €1I.

We zullen een functie x dan ook dikwijls schrijven als

2. Indien {Xi} e een familie van verzamelingen is, dan verstaat men
i
onder het (cartesisch) product van de verzamelingen Xi (i€ I) de

verzameling van alle functies x, gedefinieerd op I, en zodanig dat

xie Xi voor alle i €I; m.a.w.:

—T—r— X, = {x Ix = (x,),

idier’ xie Xi voor alle ié€ I};
i€l

. de .
Xy heet de i coordinaat van X,

Xi heet de ide coordinatenverzameling.

Indien J € I, dan heet de afbeelding

(x,)., — (x.)
1 iel 1 ieJ

van l l X, op X. de projectie TN _ .
iel 1 ieJg 1 —_— J

I -
Indien X en I twee verzamelingen zijn, dan wordt X gedefinieerd
door
XI = [i X, , met X, =X voor alle i€ I;
iel 1 1
XI is dus de verzameling van alle functies op I, waarvan de

waarden in I liggen.
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Opmerking: Het product van twee verzamelingen (en daarna ook van

eindig vele) kan men ook aldus geven

1 x 9 (xl,xz) xlc Xl en xzé Xz} .
Dan zijn de drie verzamelingen
i[ X, , X.x X, X_xX
i=1,2 i 1 2 2 1
formeel natuurlijk verschillend, maar het is duidelijk dat er een

"kanonieke" 1l-l-afbeelding van elk der drie op elk der beide overige

bestaat.

3. Indien.4€ en,ﬁr twee aequivalente families van verzamelingen zijn
’

- zodat een l-l-duidige functie f bestaat met Df =M enRt =4 -
en indien voor alle Me M geldt, dat £(M) «xAn M, dan is ook

TTw o TT
Me M

Ne A

Dan heeft de volgende definitie betekenis:
Definitie: Indien { 77Zn} eN een verzameling kardinaalgetallen
_ n
is, dan verstaat men onder het product
H??Zn

neN

van deze kardinaalgetallen, het kardinaalgetal van de verzameling

[ M_, indien {Mn} X
neN ne
dat IMnl = ?7Zn voor alle n € N,

een familie van verzamelingen is, zodanig,

Opmerking: 1. Is N een eindige verzameling, bijv. N = {1,2,...,n} s
dan schrijven we ogk
= IM,... 7
neN
2. Als 777 en 71 eindige kardinaalgetallen zijn, dan
komt de vermenigvuldiging neer op de vermenigvuldiging van natuur-

1i jke getallen.

Het is duidelijk, dat bij de vermenigvuldiging van kardinaalgetal-

len aan de commutatieve wet (?71.7Z= ?Z.??Z) en aan de associatieve

wet ((7297 72):? = 770 77 qD)) is voldaan,
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Collogquium Verzamelingenleer

Vijfde bijeenkomst: 12 december 1962

Spreker: M.A. Maurice

Stelling: Indienm /4 en}? kardinaalgetallen zijn, dan is

32”((?1+”,p) = 7.7 + 7. R
TP B + TP

(distributieve wetten)

Bewijs: Op grond van de commutativiteit is het voldoende één van beide
beweringen te bewijzen.
Laat nu N en P disjuncte verzamelingen zijn, met IN' =91l en ‘P! =',72 y
en zij M een verzameling met IMI =1.
Het is duidelijk, dat dan ook de verzamelingen M xN en M x P disjunct

zijn, en dat bovendien
MX(NuP) = (MxN)u (MxP) ;
maar dit betekent, dat

WU+ =L+ 7L 8 .

Stelling: Zij N een verzameling met kardinaalgetal 7 , en zij {mn}

neN
een familie van geli jke kardinaalgetallen? mn=9% voor alle neN.
Dan geldt: Z mn = 7.7
neN
Bewi js:

Laat {Mn} een disjuncte familie van verzamelingen Mn zijn, zodanig,
neN

dat |Mn|= voor alle néeN,

en zij M = U M

neN
Laat ook M een verzameling met kardinaalgetal 7 zijn.

n °

1. VneN: 3 1-1-duidige functie f : @D f =M , f £ =M .
n n n n

2. Voor alle xe&M bestaat precies één ne€N, zodanig, dat xeMn;

zeg n=n(x).
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Definieer nu voor alle x&M:

f(x) = (fn (x), n(x))

(x)

dan is f een l-l-duidige functie met @ f=M en R f=M x N,

Derhalve is inderdaad

. Stelling:

LW =

n&N

Indien n een eindig kardinaalgetal, ¢ het aftelbare kardinaalge-

tal, en<£ het continue kardinaalgetal is, dan geldt:

Bewi js:

a.

b.

[¢]

ad.n = 0L
oot = 0t
oL.on=d
L.oov=L
LJL=J

stelling $,1 + stelling § 13
stelling 5,1 + stelling § 13
Lon = +L+.. .+ (n maal) (volgens st. § 13)
= (volgens stelling § 11)
De verzamelingen Ci=‘{x {i £ x< i+1} (i=1,2,3,...) zijn alle
aequivalent, met kardinaalgetal«[;
bovendien zijn ze disjunct en hun vereniging heeft ook het
kardinaalgetal L ;
op grond van stelling § 13 volgt dan weer 0. of = A
het bewijs van de bewering L.L =L wordt gegeven in de

volgende

Hulpstelling: De verzameling van punten in het half-open vierkant

Vv = {(x,y)l 0<x%1l en O<y él}

is aequivalent met de verzameling punten in het half-open interval

1={z]o<z gl}
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Bewi js:

1. a. Alle getallen p met O0<p & 1 kunnen gerepresenteerd worden door een:

oneindig voortlopende duale breuk:

p = O,p1 P, Py ... (pi=0 of 1 voor elke i=1,2,3,..),

waarin ten minste één pi=1;
en omgekeerd stelt zo'n duale ontwikkeling een getal voor uit het
half-open interval (0,1 > .

b. Sommige getallen uit (0,1> kunnen echter op meer dan één manier als

oneindige duale breuk worden gerepresenteerd; bijv:i
0,0100111000000..,. = 0,0100110111111,...

Indien we echter afspreken om die duale breuken, waarin vanaf zekere
"duaal" slechts nullen voorkomen, buiten beschouwing te laten, kun-
ken we alle getallen uit (0,1> op één en slechts é&én wijze represen-

teren als een duale breuk.

2. Onder een "aggregaat' in de duale ontwikkeling van een getal
p € (0,1> verstaan we een groepje opéénvolgende ''dualen’’,
1) dat voorafgegaan wordt door een duaal 1 (of,)
2) waarvan alle dualen =0 zijn, op de laatste na, die =1 is;
we kunnen elke duale breuk uit (0,1> ook schrijven als een onein-

dige ontwikkeling in opeenvolgende aggregaten ;i:

p =0, pl p2 p3 e

bijv.:
p = 0,0100110100111011001 ...
wordt:
p = 0,(01)(001) (1) (01)(001) (1) (1) (01)(1)(001)...
3. Definieer nu de volgende afbeelding f van V in I:
~als (x,y) € V, en %= 0,X, X, X ...

17273
y= O,y1 Yo ¥g ++- s
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dan zij

£G,y) =0, %) ¥y Xy ¥y Xz V3 oo
a, het is duidelijk, dat f inderdaad een afbeelding is van V in I
b. £ is echter zelfs een afbeelding 0p I;

als immers z €I, en

z:O,Zl Zz 23 z4 v e o E]
dan zijn X = 0,z1 23 25 e
en y:o,z2 z4 26

duale breuken van het toegelaten type, en bovendien is f(x,y)=z

c, f is tenslotte ook 1-1-duidig; immers

f(x,y) = £(u,v)

X =u, , v =V, (i=1,2,3,...)

=2 (x,y) = (u,v) .

g 15. Indien W en 77 kardinaalgetallen zijn, dan definieert men

mTTm,

ne N

waarin 272 =71 voor alle neN en INI =
Het is duldellgk, dat 497 het kardinaalgetal is van elke verzameling MN
indien |M| =0T en |N|=n .

Stelling: Indien m N en? kardinaalgetallen zijn, dan geldt;
m+ m A
ER? - % i

b, (. 22) = ,

m.n

(2™ =2 :

Het bewijs van deze stelling is een onmiddellijk gevolg van de volgende
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Hulpstelling: Als M, N en P verzamelingen zijn, dan geldt

a, MnN = (j’ = PMUN o Plx N
b. (MxN)Pm Mpx NP

N
c. (PM) w PM’(N

Bewi js:
— ) MUN ) .
a. (i) Als xeP , dan is x een functie, met QA x =MUN
Axecp

Definieer nu de functie Xl met %x1=M door

X (m) = x(m) voor alle meéM
en de functie X, met ¥ x2 = N door
xz(n) = x(n) voor alle né€N
(ii) De functie @ , die gedefinieerd wordt door
%¢ - PMUN
en Q(x) = (xl,xz) voor alle xePMUN is dan een 1-1-
duidige afbeelding van PMUN op PMx PN .

b. (i) Als xe (M XN)P, dan is x een functie met %L x =P
A xeM x N
Definieer nu de functie Xy met D x1=P door
xl(p)r-m, als x(p)=(m,n) (pe P)
en de functie xz met ¥ x2=P door
xz(p)=n, als x(p)=(m,n) (peP)
(ii) De functie ¢ , die gedefinieerd wo-rdt door
D = MxMF
Q(x)= (xl,xz) voor alle x & (MxN)P

is dan een l-l-duidige afbeelding van (M XN)P op MPX NP.
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(i) Als x e(PM)N, dan is x een functie met {% x =N

ﬁxcPM
Voor alle n&N is dus x(n) een functie met D x(n) =M
fxn)cp

De functie X, die gedefinieerd wordt door
DX =MxN

®(m,n) = x(n) @)

is dan een element van PMXN .

(ii) Definieer nu de functie ¢ door
M. N
D@ = (P)

—- M N
P(x) =x voor alle x& (P ) ;

M M XN
dan is ¢ een 1-l-duidige afbeelding van (P )I‘I op P

9
immers:
MXN
®. @ is een afbeelding Op P o
M XN . .

als yeP , dan is y een functie met Ry = MXN

ﬂ ycP 4
definieer nu een functie x, met % x=N, z4, dat voor elke
neN x(n) een functie is met i% x(n)=M

x(n) (m)=y(m,n) voor alle
meM,
Dan is y= ¢(x).

f. @Pis 1-1-duidig:
x' en x"€ (PM)N ,  x' £x"
=> JIneN: x'(n) # x"(n)
= JmeM: x'(@m #x"(@)m .

Dus: @PGx') £ QM.
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Colloquium Verzamelingenleer

Zesde bijeenkomst: 16 januari 1963

Spreekster: Mevr. A.B. Paalman - de Miranda

§ 16. Stelling: Voor elke verzameling V geldt:

lfp(v)l = zlvl.

Bewi js:

a, Definieer voor elke deelverzameling A van V de karakteristieke

functie (pA door:

CPA(X)
(PA(X)

b. Indien q) de verzameling van alle karakteristieke functies

1]

1 voor X €A

0 voor x&V \ A,

op Vis,

@:{ch\Ae$<m}, e (D)

dan is blijkbaar ook

b ={OJ}V UE:)

c. Uit (1) volgt, dat
@ w B

(de toevoeging: A—e’r(pA is 1-1-duidig en dp) en uit (2) volgt

14
| 3|

Gevolg: Voor elk kardinaalgetal J1 geldt

271>-31

1]
N

Dus ook

I
[\
pu—
<

(vgl. stelling § 10).
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Opmerking: Indien V eindig is, |V]| = n, dan heeft V dus 2" deel-
verzamelingen.

Dit kan men natuurlijk in dit geval ook langs andere weg bewijzen

(bijv. door volledige inductie),

Stelling: Indien n een eindig kardinaalgetal, ¢t het aftelbare

kardinaalgetal, en X: het continue kardinaalgetal is, dan geldt:

ot
a.n = L (indien n # 1)
b. o = o
[%4
coa =4
n
d. L = £
aq
e. L =L

Bewi js:

a. (1) Zijn = 2.

Indien N de verzameling der natuurlijke getallen is, dan is 2
het kardinaalgetal van de verzameling {0,1} N;

{0,1}'N is de verzameling van alle rijtjes (pl,pz,ps,...)

(pi = 0 of 1) en deze verzameling is aequivalent met de verzame-
ling V van alle duale breuken 0,p1p2p3... (pi = O of 1) tussen O
en 1 (indien men twee verschillende duale breuken, die hetzelfde

redle getal voorstellen nu inderdaad als verschillend beschouwt).

Indien twee verschillende duale breuken echter eenzelfde reéel
getal voorstellen, is dit getal zeker rationaal; hieruit volgt

gemakkeli jk, dat dus
Veer Vv 4,
o
waarin C het continuum, en VO een verzameling van rationale ge-

tallen is.

Derhalve is

lvi=]v |+ &,

= L (want IV lﬁ oL) .
o
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(ii) Voor willekeurige n> 1 bepale men een natuurlijk getal k,
zodanig dat

2§n<2%

hieruit leidt men af, dat

k.ot ot

o k. OC
2 ¢n s @9 =25% 27,

dus
(9,2
n0L= 2 = £

(overigens kan men ook dezelfde redenering geven als voor

n = 2, door nu i.h.a, n-ale breuken te beschouwen).

b. stelling § 14, b.
d. stelling § 14, e.
c. + e, We bewijzen eerst e:

£%= (200)@&= 21%.0(-: 20t= L

’

en dan c,:

#t oL P 7 A A e L
m‘—(2.@,%) =2 ,0L = 2 <3 (2 .m)°

G.o” 0% L,

&
1

Opmerking: Wat de andere combinaties betreft, merken we alleen

op dat
Lk
L =@ =2 =2
ot =

(Z.O‘L)'C=2 . 2 . =
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Colloquium Verzamelingenleer

Zevende bijeenkomst: 6 februari 1963
Spreekster: Mevr, A.B., Paalman - de Miranda
§ 18. Definitie: Onder een lineaire ordening van een verzameling A ver-
staat men een deelverzameling « van A XA (in plaats van (x,y) € <

schrijft men x< y) met de volgende eigenschappen
o :

1 Vx,y,z ! X<YAy<z ~>xXxLZ
2° Vx,y (x#Zy) : x<yvy<x

3% wx o7 (x<x)

4° Vx,y . DXy == “7(y <X)

Een (lineair) geordende verzameling is een verzameling waarin een lineaire
ordening is gedefinieerd.

Indien A een geordende verzameling is, dan heet a het eerste element
(resp. het laatste element) van A indien Vx (xeA x £ a): acx [resp.

Vx (xeA x £ a): x<a].

Voorbeeld: 1. De verzameling der natuurlijke getallen {1,2,3...} geordend
volgens opklimmende grootte der elementen is een geordende verzameling.
2, De verzameling der natuurlijke getallen {...,3,2,1} geordend volgens

afdalende grootte der elementen., Hier is dus a<b als a groter is dan b.

Definitie: Zij f een functie die een verzameling X afbeeldt in een ver-
zameling Y.
f heet monotoon t.o.v. een ordening < van X en een ordening <€ van Y

indien f(a) < f(b) voor alle a en b uit X die voldoen aan a<b.

Opmerking. We zullen de ordeningsrelatie in alle verzamelingen met het-

zelfde teken < aangeven.

Definitie: Een geordende verzameling M heet gelijkvormig met een geordende
verzameling N, indien er een monotone functie f bestaat met Rz = M

Bt = N. Notatie: MmN,

Opmerking: M 2N impliceert M ~ N, daar een monotone functie steeds

1-1 duidig is. Immers als a # b, dan a<b V b<a =
f(a)<f(b) Vv £(b)< f(a) = f(a) # £(b).

Het is duidelijk dat de relatie 2£ aan de reflexieve, de symmetrische en

de transitieve eigenschap voldoet en dus een klasse indeling van de geor-
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dende verzamelingen bewerkt.

Definitie: De bij de geordende verzameling V behorende klasse van onder-

ling gelijkvormige verzamelingen heet het orde-type van V.

Voorbeeld 1: Alle eindige geordende verzamelingen met hetzelfde kardinaal-
getal n zijn gelijkvormig en hebben dus hetzelfde orde-type. Men kan in
dit geval het orde-type dus met het kardinaalgetal n aangeven,

2. Het orde-type van de natuurlijke getallen {1,2,3...} ,geordend volgens
opklimmende grootte, wordt aangegeven met .

» .
& 1is het orde-type van {...4,3,2,1}.

Is M een geordende verzameling met orde-type At en ordeningsrelatie <,
%
dan wordt met A4 aangegeven het orde-type van de verzameling M met or-

#*
deningsrelatie <, waarbij

ko
X<y &> y<X,

3. Het orde-type van de rationale getallen geordend volgens opklimmende
grootte wordt aangegeven met 42 .
A is het orde-type van de reéle getallen geordend volgens opklimmende

grootte.

Stelling 1, Laat N een verzameling zijn en M eémn..georllende verzameling

met M ~ N, Dan kan N zo geordend worden dat M2z N,

Bewijs. Daar M ~ N bestaat er een 1-1 duidige functie f met @f =M en

- -1
ﬁf = N. Definieer nu voor n, en n_, uit N n1—<n als f l(n1)<f (nz).

1 2 2
< is dan een lineaire ordening, zé dat f een monotone functie is van

de geordende verzameling M op de geordende verzameling N,

Stelling 2. Voor twee gelijkvormige geordende verzamelingen geldt: Zij
bezitten beide een eerste (resp. laatste) element of zij bezitten beide

geen eerste (resp. laatste) element.

Bewijs: evident.
Opmerking: Als M een geordende verzameling is, dan is ook iedere deel-

* . .
verzameling M van M geordend door x«<y in M* als x<y in M,

Uit st.2 volgt dat de verzamelingen {1,2,3,...} en {...4,3,2,1} niet

gelijkvormig zijn.
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Daar uit M2 N volgt M~s N, hoort bij ieder orde-type M een kardinaal-
getal, dat wij met l,ur’ zullen aangeven.

Uit 4w =¥ volgt dus l,ol»l = !V! .

Verder is &# % , maar [w[ = i‘!q‘l = 0t

8 19, Indien M en N 2 disjuncte geordende verzamelingen zijn, dan is met
de geordende verzameling V = MU N altijd bedoeld de verzameling M voor-

zien van een ordening die gegeven is door

o :
1 ml<: m2 als ml,mzeM en m1< m2 in M
o . .
2 n1<, n, als nl,nze: N en n1< n2 in N
3O m<n voor alle m&M en ne N,

Stelling 1. Als M« M_ en Nl—.‘.‘-'«N2 dan is als M an =0 en Mo N_ = @,

1 2 1 2 72
AR
Mlu N1 MzuNz.

Bewijs: Zij f een monotone functie van M, op M, en g een monotone functie

1 2

van N, op N

1 2 f(x) x¢:eM1
Dan is de functie ¢ gedefinieerd door @(x) =

g(x) xeN1

een monotone functie van M, U Nl op M

1 v N2.

2

Dus Ml ) N1 o2 M2U NZ'

Uit st.l volgt dat de volgende definitie zin heeft.

Definitie: Onder de som &+ f3 van 2 orde-typen « en 3 verstaat men
het orde~type van M = M1 U M2, waarbi j M1 en M2 disjuncte geordende ver-
zamelingen zijn met orde-type resp. o en (3,

Uit de definitie volgt dat | +p| =]u]+]E| .

Stelling 2. Zijn &, @ en J/ willekeurige orde-typen dan geldt de

associatieve wet

(*+3) +”}/= 6+ (P+f).

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit het feit dat als A, B en C 3 onder-
ling disjuncte geordende verzamelingen zijn, (AUB)UC AV (BVO).
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Voorbeeld., Zij M de geordende verzameling{2,3,4...§ en N de verzameling {1}
M heeft dan orde-type & en N orde-type 1. '

W+1 is dus het orde-type van de verzameling M U N ={2,3,4...,1} .

1+ W is het orde-type van de verzameling{%,2,3,4...} dus = W,

Dus 1+W # W+1 daar M U N een laatste element heeft én N U M niet.

De optelling is dus niet commutatief.

Stelling 3. a) n + W =W voor elk eindig orde-~type n.
b) W, w+l,W+2,,.. zijn alle verschillende orde-typen
c) w*l n = w*

d) w¥, 1+ w¥, 2+ w*... zijn alle verschillende orde-typen.

Bewijs. a) n is het orde-type van {1,2,...,n}
w is het orde-type van {_n+1,n+2,...}

Dus n+ & 1is het orde~-type van {1,2,...}:@ n+w =W .,

b) Stel OK m<n en w+m = W+n.
Dan moet in & +m een element voorkomen, waar precies n-1 elementen achter
staan. Tegenspraak.

c) en d) Geheel analoog aan a) en b).

Definitie: Indien/“: {Ml} een geordende familie van verzamelingen is
iel

(d.w.z. I geordend en elke Mi geordend) die twee aan twee disjunct zijn,

dan wordt met de geordende verzameling M = ilé’I Mi altijd bedoeld de ver-

zameling M voorzien van een ordening die gegeven is door

10) m,l‘ en m.ze M. dan m.]’< m_z als m,]‘< m,2 in M, (alle i)
i i i i i i i i

2°) m.é M, m.eéM, en i<j (in I) dan m_ < m,.
1 1 J J 1 J

Definitie: Indien {“V} N een familie van orde-typen is, met N een georden-
ve
de verzameling, dan verstaat men onder de som van de familie orde-typen

Z &,  ,het orde-type van de geordende verzameling M = Z: M
Y &N Y ve&N
{MV}VQN een familie van onderling disjuncte geordende verzamelingen is,

E indien

zodanig dat het orde-type van Mv =OCV voor alle ¥ € N,

Evenals in stelling 1 kan men makkelijk nagaan dat deze definitie onafhan-

kelijk is van de keuze van de verzamelingen My .
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20.Ind“'~f={,} indi 111 -
8 ien % Mi leien een eindige familie van ggordende verzame
lingen is, dan wordt met de geordende verzameling M = W Mi altijd be-

. . . . i=1 .
doeld de verzameling M voorzien van een ordening die gegeven is door

® F3 -k S
(m, ,my,...,m )< (m ,m_.,...m m. ,m, e M, indi i
1Moo s ( 1My n) jomg e M dien voldaan is aan

o +
( i A «
1 ml ml in 1VIl of aan
(o] o ¥
2 = £ 1€ k- i
mi mi 1¢ i€k-1 mk< mk in Mk voor zekere k.

Men gaat gemakkelijk na dat al ={M} ={ }
g g J% o & as/lf 11:ci§nen/ 'Ni 1,ﬁis¢ntwee

eindige families van geordende verzamelingen zijn met

MiazNi voor i = 1,2,...,n, dan geldt
n n
T, = Ty,
i=1 i=1

Hieruit volgt dat de volgende definitie zin heeft.

Definitie: Onder het product #‘n’/’(’n—l'/u'n—Z' . ./ul van eindig veel orde-

typen verstaat men het orde-type van de verzameling M = Mi,.‘ indien 'Mi
i=1

een geordende verzameling is met orde-type ,u.,i voor alle i = 1,2,...n.
Uit de definitie volgt dat |ot.p| = |«|.[p] .

Stelling 1. Zijn &, {& en )/ willekeurige orde-typen dan geldt
“op.f=o(f)) = p).

Bewil js :

Zijn A,B en C drie verzamelingen met orde-type resp. «, P en / .
Dan is CAB XA x(C AB) 1A 2 Cx(BxA).

Hieruit volgt & pf= &(f)) = («£)}f .

Stelling 2., Zij N een geordende verzameling met orde-type 4L en

ili ) ~ oW =& &N.
{o&n} neN een familie van gelijke orde-typen n voor alle n

s = YRR
Dan geldt n% " . A

Bewi js:

Zij M een geordende verzameling met orde-type « .

i i = < ! i N
Zij voorts M —i(n,m)} nem 2 (qﬂnl) (n‘,mz) als m < m, in M
Dan is iMn%neN een familie van onderling disjuncte geordende ver-

zamelingen met orde-type Mn =& = ox;n
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U

M ={ ..
nen (n,m)} nen ° Waarbij
me M

‘ ) < i
(nl,ml) (nz,mz) als n < n, in N

(nl,ml) € (nz,mz) als n, = n, m <m, in M.

Hieruit volgt dat U M = N.M Z = o, 4L
g an N #neN * %ol

Stelling 3. a) n.wW=w
b) w.l =&, .2, w.3.,.. zijn alle verschillende orde~

typen.

Bewi js:
a) 2.4 = 2+2+2+... is het orde-type van bijvoorbeeld de verzameling

{al,bl,az,bz,...} . Dus 2.w=w. Evenzo n.ti= & .

b) @.2 =Ww+w is het orde-type van de verzameling
{1,2,3,... -1,—2,-3...} . Dus: .2 #w.

Evenzo ®W.n # & .m.

Gevolg: Voor n # 1 is n.w # w .n.

De commutatieve wet geldt dus niet.

Stelling 4: Zijn ®,f3 enj/ willekeurige orde-typen dan geldt
A(p+)) =up + af .

Bewi js:

Laat A,B en C geordende verzamelingen zijn met orde-type resp. & ,“3
en )’, en zij BnC = 9;

u(ﬁ+!) is het orde-type van (BUC) x A = {(x'a)}xeBuC

aeA
met (xl,al) < (xz,az) als xle B, xzéC
of als xl,xzeB en xl<x2 in B
of als xl,xzéc en xl<x2 in C
of als X, =X, en a1< a, in A,
Men gaat nu gemakkelijk na dat BA U CA = {(x,a)} xeBUC
a€ A

op dezelfde wijze geordend is.

Voorbeeld:

(w+1).2 = (W+1) + (w+l) =W+ (L+a@w) + 1 =&+ W+l = &.2 + 1.
W,2 + 1,2 =w. 2+ 2,

Men gaat gemakkelijk na dat « .2+1 # @ .2+2, De Ze distributieve
wet geldt dus niet altijd.
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Colloquium Verzamelingenleer

Achtste bijeenkomst: 20 februari 1963

Spreker: de heer N. Koster

8 19. Vraagstukken

1., Laart Ni de verzameling van de i-vouden in de verzameling N der natuur-
lijke getallen voorstellen,

a, Voor welke i,j,k geldt dan Ni Nj = Nk?

b. N
v P p

]

(p doorlope alle priemgetallen)

c. rxp Np
d. Gegeven de toevoeging f : N-— N, gedefinieerd door fl = 1, fnp =p
als npe Np en voor alle priemgetallen p.
Is f een functie van N in N (d.w.z. met @t =N, #R&f = N)?
Geef een aftelbare deelverzameling X € N aan waarvoor geldt dat de
beperking f'x van de toevoeging f tot die deelverzameling X een

functie naar N is; dus zo, dat fx : X-»N een functie is.

Geldt voor elke X met deze eigenschappen dat fx één-éénduidig is?

2, Schrijf N als de vereniging van aftelbaar veel disjuncte deelverza-

melingen elk met aftelbaar veel elementen.

3. Het begrip functie (p.1l2) is een bijzonder geval van het begrip rela-
tie, Laat A en B twee gegeven verzamelingen zijn. Een deelverzameling
R van A X B heet een relatie tussen de elementen van A en de elementen
van B. Is het geordend paar (a,b) element van R dan schrijven we ook
wel aRb (a staat in de relatie R tot b).

Aan welke voorwaarden moet een relatie R voldoen wil het een functie
zijn van A = B?

Is A = B dan kunnen we het begrip equivalentierelatie (p.7) terug-
krijgen door te definiéren: RcA X Ais een equivalentierelatie op

A XA (of op A) als

(i) (a,a)€ R voor alle a€A (reflexieve eigenschap)

(ii) (a,b) &€ R —»(b,2) € R (symmetrische eigenschap)

(iii) (a,b) € RA(b,c)e R—=(a,c) @R (transitieve eigenschap).
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Opgave: Zoek alle equivalentierelaties op A XA als A = 1,2,3.

Welke van deze zijn ook functies van A naar A?

4., Gegeven de verzameling A =£ +1, +2, +3, +4, +5, +6 %. We beschouwen
een viertal relaties op A gedefinieerd door: R is de Qerzameling van alle
paren (a,b) uit A XA die voldoen aan:

(i) a-b«gO

(ii) agh

(iii) a+b £0

(iv)  faj-]b]=

Onderzoek deze relaties achtereenvolgens op reflexiviteit, symmetrie,

transitiviteit en equivalentie.

5. Gegeven Z = i...,-—3,—2,—1,0,1,2,3,...} met de relatie aRb gedefini-
eerd door: aRb<&» a-b = 6-voud,

Is R reflexief, symmetrisch, transitief? Is R een equivalentierelatie?

6. Laat f een functie zijn van een verzameling X naar een verzameling

Y: £ : X=»Y, We noemen f een epimorfisme als geldt dat elk element y Y

het beeld onder f is van tenminste één element in X, f heet dan ook wel

een functie van X op Y. We noemen f een monomorfisme als f &én-é&énduidig

is. Laat nu g : Y-#=X een tweede functie zijn. Bewijs

(i) als gf =1 (d.w.z. als voor alle x¢ X geldt gfx = x), dan is f een
monomorfisme en g een epimorfisme.

(ii) Dan en slechts dan is f een monomorfisme als voor alle A,BC X geldt
t[anB] = tfa]n £[B] .
(iii) Dan en slechts dan is f een monomorfisme als voor alle ACX geldt
f[X\A]Q v\ £[a].
(iv) Dan en slechts dan is f een epimorfisme als voor alle ACX geldt
vhe[ae e[xN\a] .
7. Bewijs: (U A.) x( U B ) = i (A % B.) voor elk tweetal families
verzamelingen {:Ai} . eni %

8. Bewijs dat de machtsverzameling van een eindige verzameling K met

k
kardinaalgetal k, het kardinaalgetal 2  heeft.
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11.
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Bewijs dat elke verzameling disjuncte intervallen op de rechte ten

hocgste aftelbaar is.

Zij {N n% neN een familie kardinaalgetallen waarin gzen grootste

voorkomt. Dan is Ez 3711> QX'n , voor alle n & N.
o o]
Bewijs: De verzameling van alle eindige deelverzamelingen van een

verzameling V met aftelbare of continue machtigheid heeft hetzelfde

kardinaalgetal als V,

We noemen een verzameling V met elementen x,y,z,... een ring als er
een vermenigvuldiging . en een optelling + bestaat tussen de elemen-

ten van V, zodanig, dat aan de volgende rekenregels is voldaan:

X4y = y+x
x+(y+z) = (x+y)+z
30; met x+0 = x
¥ x,y, 3z met de eigenschap z=x-y (x=z+y)
X,y = ¥.X
x(y.z) = (x.y).z

x.(y+2) = x.y+x.2

Bewijs dat als we voor . nemen 4 en voor + nemen A, alle deel-

verzamelingen van een verzameling een ring vormen.

Laat zien dat dit niet het geval is als we voor ., nemen N en voor +

de

13.

14.

bewerking U .

We zeggen dat een familie van verzamelingen F monotoon is als voor
elk paar verzamelingen X,Y uit F geldt dat of X € Y of YCX, Een
natuurlijke ordening van deze familie is de ordening m.b.t. de re-
latie X¢ VY # X,

Bewijs dat elke geordende verzameling V gelijkvormig is met de een

of andere familie van deelverzamelingen van V,

Een deelverzameling G van een geordende verzameling V heet dicht in
V als tussen elk tweetal elementen x en y van V een element z te vin-
den is uit G.

Bewi js dat een verzameling van het type van de reéle getallen een

dichte verzameling bevat die aftelbaar is.
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J.F, Gray: Sets, relations and functions.
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Colloquium Verzamelingenleer

Negende bijeenkomst: 3 april 1963

Spreker: M.A., Maurice

8§ 22. Definitie: Indien A een geordende verzameling is, en B is een deel-

verzameling van A, dan heet een element b € B het eerste element van B,

indien

Vx(xeB, x £ b) : b<x.

Definitie: Een geordende verzameling A heet welgeordend, indien iedere

niet-lege deelverzameling van A een eerste element heeft.

Stelling 1: Is B een deelverzameling van een welgeordende verzameling A,
en is er in A ten minste één element dat groter is dan alle elementen
van B, dan is er ook een kleinste element in A, dat groter is dan alle

elementen van B.

Bewi js: De verzameling {x ‘Vb(b €B): b-cx} is een niet-lege deelverzame-

ling van A, die dus een eerste element hedft.

Gevolg: Ieder element van een welgeordendé verzameling A - behalve het

eventuele laatste - heeft een onmiddellijke opvolger

Stelling 2: Een deelverzameling B van een welgeordende verzameling A is
(t.o.v. de ordeningsrelatie die uit de ordeningsrelatie in A wordt ver-

kregen door beperking tot B) ook welgeordend.

Bewi js: evident.

Stelling 3: Indien A welgeordend is, en A B, dan is ook B welgeordend.
Bewijs: evident.

Op grond van stelling 3 zijn de verzamelingen van een bepaald orde-type
of alle welgeordend df alle niet-welgeordend. Dit maakt de volgende de-
finitie mogeli jk:

Definitie: Een ordinaalgetal is een ordetype van een welgeordende verza-
meling.

Opmerking: Daar een geordende eindige verzameling uiteraard welgeordend

is, is elk eindig orde-type een ordinaalgetal.
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8§ 23. Stelling 1; Indien /K =<{Mi} een welgeordende familie is van

welgeordende verzamelingen (d.w.z.lfiielgeordend en iedere Mi welgeordend) ,
die twee aan twee disjunct zijn, dan is de, volgens definitie blz,30 ge~-
ordende, verzameling M = iggl Mi een welgeordende verzameling.

Bewijs: Zij M' een niet-lege deelverzameling van M.

Zij 1' = {ili el, Min M' = G}'; dan is I' een niet-lege deelverzameling
van I.

Omdat I welgeordend is, heeft I' een eerste element; zeg io.

% ¥*
Zij nu M = Mitﬂ M'; dan is M een niet-lege deelverzameling van Mi

o o
*
Daar Mi welgeordend is, heeft M een eerste element in Mi ; zeg m*
¥*
Het is © duidelijk, dat m het eerste element is van M' in © M.

Stelling 2: Indien {dV}sz een welgeordende familie van ordinaalgetallen
is (dus N welgeordend), dan is de, op blz.30 gedefinieerde, som 2 o,
een ordinaalgetal. veN
Bewijs: stelling 1.

Stelling 3: Het product van eindig veel ordinaalgetallen (gedefinieerd
op blz.31) is weer een ordinaalgetal.

Bewijs: Het is voldoende aan te tonen dat het product van twee ordinaal-

getallen, bijv. &« en p, weer een ordinaalgetal is; dit volgt echter

uit § 20 (blz.31), stelling 2 en § 23, stelling 2.

§ 24. Definitie: Een deelverzameling B van een welgeordende verzameling A

heet een beginstuk van A, indien Vb(b eB) : {xlx <b} < B,

Opmerking: De verzameling A heet dus zelf ook een beginstuk.
Lemma: Zij A een welgeordende verzameling.
(i) Voor iedere a €A is B(a)’-_-'-:{xlx<a} een beginstuk van A
(ii) Ieder echt beginstuk B van A (d.w.z. ieder beginstuk # A) is van de
vonn{x]x<a}.
Bewijs: (i) evident
(ii) Alle elementen van de niet-lege verzameling AN\B zijn groter

dan die van B; A \B heeft echter een eerste element, zeg a; dan is ech-

ter B = B(a).
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Stelling 1: (i) Is B een beginstuk van de welgeordende verzameling A, en
is G een beginstuk van B, dan is G ook een beginstuk van A,
(ii) Zijn B en G beide beginstukken van een welgeordende verzame-

ling A, dan is 0f B = G 0f één van beide is een beginstuk van de andere.
Bewijs: (i) duidelijk
(ii) als B=A en/of G=A, dan is de bewering triviaal;

zij dus B £ A, G £ A; dan is
B = B(al), G = B(az)

voor zekere a € A;

17%2
als al = az, dan is B = G; als a1 # a2 - dus bijv. a1< az - dan is
{xlx<al} < {x‘x<a2} , dow.z, BcG, en B is een beginstuk van G,
Stelling 2: Laat A en B twee gelijkvormige welgeordende verzamelingen
zijn, en zij f een monotone afbeelding van A op B.

Indien nu P een beginstuk is van A, dan is f[P] een beginstuk van B.
Bewi js: duideli jk.
Stelling 3: Zij A een welgeordende verzameling, en zij BCA,

Zij voorts A¥B, zodat een monotone functie f bestaat, met ®¥f = A en

Re = B. Dan geldt:
Va(aed) : agf(a).

(a §b betekent a< b of a=b)

Bewi js:

Onderstel dat {alaeA en f(a)< a} £ 0;

dan is er een eerste element van die verzameling, bijv. ao.
Dan is: f(ao) < a, s

en dus: f(f(ao))<f(ao);

maar dit is een contradictie, daar a(’) = f(ao) enerzi jds kleiner is

dan a,, en anderzijds voldoet aan f(a('))< aé.

Stelling 4: Een welgeordende verzameling A is met geen enkele van zijn
echte beginstukken, noch met een echt beginstuk van enige deelverzame-

ling, gelijkvormig.

Bewi js: Indien A deelverzameling is van A, en indien A & E(a) - waarin
B(a) = {x,xez en x<a} voor zekere aeA -, dan bestaat er een mono-

tone functie f, met 9f = A en fir = E(;); maar dan volgt uit £(a) € B(a),
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dat £(a)< g, in strijd met stelling 3.

Gevolg: Twee verschillende beginstukken van dezelfde welgeordende verzame-
ling zijn nooit gelijkvormig.

(Dit volgt uit stelling 1 (ii) + stelling 4.)

Stelling 5: Is A welgeordend, en is A“B, dan bestaat er slechts één mono-
tone afbeelding van A op B.

In het bijzonder kan A slechts op één manier monotoon op zichzelf worden

afgebeeld.

Bewijs: (i) Als f een monotone afbeelding is van A op zichzelf, dan geldt

hetzelfde voor f-—l; op grond van stelling 3 is dan:

Va(aed) : agf(a)
Va(aed) : aéf—l(a), dus f(a) £ a;

dit betekent: f(a) = a voor alle a e€A;

(ii) Indien f en g twee monotone functies zijn met Rf =9g = A en
s = ﬁg = B, dan is h = f—lo g een monotone functie met ¥h =fn = A;
op grond van (i) is dan h(a) = a voor alle a€A,

dus ook g(a) = f(a) voor alle a€A.

8§ 25. Indien men in § 24, stelling 2, voor P een echt beginstuk van A neemt,
dan is het duidelijk, dat f [P] een echt beginstuk is van B. Op grond hier-

van heeft de volgende definitie zin:

Definitie: Een ordinaalgetal AL heet groter dan een ordinaalgetal ¥ (P. >v)
- of ook: ¥y heet kleiner dan AL -, indien een welgeordende verzameling
met ordinaalgetal ¥ gelijkvormig is met een echt beginstuk van een welge-

ordende verzameling met ordinaalgetal M

Stelling 1: Als f,V en T ordinaalgetallen zijn, dan geldt:
Uit <V en V<™ volgt: B < TC

Bewi js:

Laat M,N en P welgeordende verzamelingen zijn met ordinaalgetal resp. M,
¥V en T ; dan is M gelijkvormig met een echt beginstuk van N en N is
gelijkvormig met een echt beginstuk van P; daaruit volgt dat M gelijk-

vormig is met een echt beginstuk van P.
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Het is nu duidelijk, dat van de drie relaties, die tussen twee ordinaal-

getallen X en ¥ kunnen bestaan, nl.

mo>y o, M=y, <y < (1)
er ten hoogste één juist is;
immers: M2V en M=V impliceert W > M
M=V en <V impliceert M >Ab
MY en pL<Y impliceert M > A (stelling 1);

in alle drie gevallen heeft men dus, op grond van § 24, stelling 4, en

de definitie van "groter dan'' een tegenspraak.

In het volgende zullen we nu aantonen, dat tussen twee ordinaalgetallen
M en V ook altijd ten minste één der drie relaties (1) geldt; d.w.z.

dat elk tweetal ordinaalgetallen vergelijkbaar is.

We defini&ren, als (. een ordinaalgetal is,

W}x = {xJIV is een ordinaalgetal en yh<}L} .
w =g
o)
Als g4 > O dan is W/lL £ @, daar O € W}b (O is het ordinaalgetal van de,

per definitie welgeordende, lege verzameling).

Stelling 2: Zij J4 een ordinaalgetal.
(i) Alle ordinaalgetallen € “&L zijn onderling vergelijkbaar.

(ii) Ordent men nu W}L volgens grootte der voorkomende ordinaal-

getallen, dan is W welgeordend met ordinaalgetal M

/U.
Bewi js:

(i) Neem V,T e W en laat N,T en M welgeordende verzamelingen

w
zijn, met ordinaalgetal resp. V,T en fi . Dan is N (resp. T)
gelijkvormig met een beginstuk M1 (resp. M2) van M. Uit § 24,

stelling 1 (ii), volgt dan hetgeen te bewijzen is.

(ii) Zij M een welgeordende verzameling met ordinaalgetal}x. Defi~
nieer op de volgende wijze een afbeelding f van M in w
a. Voor aeM zij f(a) het ordinaalgetal van het echte begin-

stuk B(a) van M;



b.

c.
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. . (N
f is een afbeelding op W 5 als immers « c».Wp , dus @ < A | dan

is ® het ordinaalgetal van een echt beginstuk B(a) van M; maar

dan is & = f(a).

tenslotte is f ook monotoon: als a<b (in M) dan is B(a) een

echt beginstuk van B(b), hetgeen betekent dat f(a)< f(b),

M.a.w.: W/u_ is gelijkvormig met M, en heeft dus het ordinaalgetal A

Stelling 3: Twee ordinaalgetallen f4 en Vv zijn altijd vergelijkbaar

(d.w.z.

Bewi js:

1.

of MV, Of >V df fi=y),
Beschouw D = W/L n WV

D is een beginstuk zowel van W,, als van W, s

/

immers: als T & D, dus T € W/u en 1T ¢ WV , dan volgt voor elke

K/<'C,datookKE;W/L en Kewu,

Indien D # W;.L en D # W', , dan is er een eerste element /“'1 in

dus K. & D,

W/u. dat niet tot D behoort, en een eerste element Vl in Wy

dat niet tot D behoort, terwijl dan bovendien

D en D=wW ,

=W
Ml vl

waaruit volgt, dat D zowel het ordinaalgetal /u..l als het ordinaal-

getal Vl heeft; m.a.w.: /u,l =v1; contradictie.

Dit betekent dat D gelijk is aan ten minste één der twee verzame-

lingen W/LL , W

o hieruit volgt het gestelde.

Gevolg 1: Twee welgeordende verzamelingen zijn gelijkvormig, of de éne is

gelijkvormig met een beginstuk van de andere.

Hieruit volgt onmiddelli jk, dat voor twee kardinaalgetallen 72 en ?7, die

door welgeordende verzamelingen kunnen worden gerepresenteerd, altijd ten

minste één (en dus volgens stelling 1 op blz.1l ook: juist één) van de drie

relaties 297< 27, =71 , 377 > 7T geldt.

Gevolg 2: Indien M deelverzameling is van de welgeordende verzameling N,

dan geldt voor de ordinaalgetallen };L en ¥ van resp. M en N: jbs Vv,

Bewi js:

Indien AL>V, dan is N gelijkvormig met een echt beginstuk van M,

terwijl M & N; dit is in strijd met § 24, stelling 4, Op grond van stel-

ling 3 is dus: M5V .
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§ 26. Stelling 1: W is het kleinste oneindige ordinaalgetal.

Bewi js:

We behoeven slechts aan te tonen dat iedere oneindige welgeordende verzame-—
ling V een beginstuk met ordinaalgetal w heeft; dit gaat aldus: V heeft

een eerste element Vl’ v1 heeft een onmiddellijke opvolger V etc., Vv

2’ i

heeft een onmiddelli jke opvolger vi+l (i=1,2,,..); het procédé breekt

niet af, daar V oneindig is; V heeft dan het beginstuk ‘!{Vl’vz’VB’ . % .
Stelling 2: Indien A een ordinaalgetal is, dan is J:+1 het onmiddellijk
opvolgende ordinaalgetal.

Bewi js: duideli jk.

Stelling 3: Voor twee ordinaalgetallen ,4..' en ¥ geldt dan en slechts dan

M <V, als er een ordinaalgetal ¥ » O bestaat, zodanig, dat /’L+"'~'- =V .

Bewijs: 1. Zij M <V en laat M en N welgeordende verzamelingen zijn,
resp. met ordinaalgetal L en ¥ ; M is dan gelijkvormig met een echt begin-
stuk N' en N, Nu is N' v (N~N') = N, zodat, als N-N' het ordinaalgetal T
heeft, M +7T =V ; hierin is T > O omdat N-N' # 4.

2, 2ij A+T =V, met ™3 >0. Laat nu M en T disjuncte welgeordende
verzamelingen zijn, resp. met ordinaalgetal /m en T ; dan heeft M U T het

ordinaalgetal ¥ , en 4L <! omdat M een echt (T#8) beginstuk van M L T is,



